TD corrigé partiel logique

1 Nombre de variables

Soit ¢p une formule logique n'utilisant pas —. Soit n le nombre de connecteurs logiques (Vv et 1) dans ¢.

Exprimer le nombre d’occurrences (c’est a dire compté avec multiplicité) de variables de ¢, en fonction de n.

» On peut représenter ¢ par un arbre (voir cours/résumé) ot les noeuds internes sont les connecteurs logiques et les feuilles sont
les occurrences variables.

S’il n’y a pas de —, tous les connecteurs logiques sont des binaires donc I'arbre est binaire strict.

D’apres la formule vue dans le cours sur les arbres, le nombre de feuilles de cet arbre est égal a 1 + le nombre de noeuds internes.
Donc le nombre d’occurrences de variables dans ¢ est .

On peut le vérifier sur un exemple: si ¢ = (x A 2) V (z Vv y) alors ¢ a 3 connecteurs logiques et 4 = 3 + 1 occurrences de variables.
Remarque: on peut aussi le démontrer par récurrence (la formule sur les arbres est aussi démontrée par récurrence).

2 Enigme gastronomique

Trois personnes (nommée A, B, C) mangent ensemble. On sait que:
¢ si A prend un dessert, B aussi
¢ soit B, soit C prennent un dessert, mais pas les deux
¢ Aou C prend un dessert
¢ si C prend un dessert, A aussi

Déterminer qui prend un dessert, en utilisant une table de vérité.
» Onnote a, b, ¢ des variables booléennes indiquant si A, B, C prend un dessert (par exemple, a = 1 — A prend un dessert).
Les 4 conditions deviennent:

* g = b (quiest équivalenta -av b)

e (bve)A-(bAc) (quiestéquivalenta (bA-c) V(b AC))
e avce

* ¢ = a(quiestéquivalenta -cv a)

En écrivant les valeurs de vérités de ces 4 formules:

albl|c|avb| (ba-c)v(abAac) |ave | 7cva
0/0|0 1 0 0 1
0|01 1 1 1 0
0(1/0 1 1 0 1
0|11 1 0 0 1
1/{0(0 0 0 1 1
101 0 1 1 0
17110 1 1 1 1
1|11 1 0 1 1

(on peut vérifier qu’on a bien 23 = 8 lignes)
On trouve qu’une seule possibilité pour que les 4 conditions soit réunies simultanément: a =1, b=1, ¢ =0 c’est a dire A et B
prennent un dessert mais pas C.

3 Calcul booléen

Donner des formules équivalentes les plus simples possibles pour les formules suivantes (en utilisant le moins de littéraux possible):

1. ¢p1=c(b+0c)+(a+d)(ad+c)
> p1=chb+c+(a+d)((@+d7)=c+(@a+ad+da+ddc=c+0+(a+a)d+d7T=c+(d+d)7c=c+dc.



2. ¢p=ab+c+bc+ac

» ¢pp=ab+ c+(b+ac=ab+c+abc=ab+c+ab+c=1: ¢, est une tautologie.

3. ¢ps=—(anb)n(av-b)A(aVb)

4 Systeme complet logique

On définit les opérateurs NAND, NOR, XOR par leurs tables de vérité:

X|y| xNANDy | x NORy | xXOR Yy
0|0 1 1 0
0|1 1 0 1
110 1 0 1
11 0 0 0

On dit qu'un ensemble S d’opérateurs logiques est complet si toute formule logique est équivalente a une formule qui n'utilise que
des opérateurs dans S.

1.

Exprimer NAND, NOR, XOR, a 'aide de v, A, .
» X NANDy="(xAy),x NORy="1(xVYy),xXORy=xAY)V(xAY) (ExVYA(CxVy).

. Montrer que {A, 1} est complet.

» xV y=-(nxA-y). Toute formule avec des v, A, - peut donc étre réécrite avec que des A et .

. Montrer que {N AN D} est complet. (c’est pour cette raison que le NAND est tres utilisé en électronique)

» Six=1alorsx NAND x=0etsix=0alors x NAND x=1. Dot 7x=x NAND x.
Vu la table vérité de NAND, x Ay =-1(x NAND y) = (x NAND y) NAND (x NAND y).
Comme {A, 7} est complet (d’apres la question précédente), {N AN D} I'est aussi.

. Montrer que {NOR} est complet.

» " x NOR-y=1ssix=1ety=1.D'outx NAND y=-(-x NOR y).
De plus =x = x NOR x. Donc x NAND y peut s’écrire avec que des NOR. Comme NAND est complet, NOR est complet.

. Montrer que {XOR} n’est pas complet.

» Nous allons trouver une propriété (qu'on appelle parfois un invariant) vérifiée par une formule n’utilisant que des XOR
mais qui n’est pas vraie pour les formules en général.

Soit ¢ une formule n'utilisant que des variables et des XOR.

Soit d I’évaluation donnant la valeur 0 a toutes les variables de ¢.

On peut démontrer par récurrence sur la taille de ¢ que [¢p] 4 = 0:

* si ¢ est une variable (cas de base) alors [¢]4 = 0 par définition de d

* si ¢ = ¢ XOR ¢, alors, par hypotheése de récurrence (car ¢; et ¢, sont de tailles plus petites que ¢ et ne contiennent
que des XOR), [¢114 =0 et [¢p214 = 0 donc [¢pl; =0 (d’apres la table de vérité de XOR).

On ne peut donc pas obtenir la formule —x (par exemple) avec que des XOR puisque cette formule est vraie quand x = 0.

5 Forme normale conjonctive/disjonctive

On rappelle qu'une forme normale conjonctive (FNC) est une conjonction (A) de disjonctions (V) de littéraux (chaque littéral étant
une variable ou sa négation).

On rappelle qu'une forme normale disjonctive (FND) est une disjonction (V) de conjonctions (A) de littéraux (chaque littéral étant
une variable ou sa négation).

Par exemple, (aVv b) A (bV cV d) A c est une FNC.

1.

Montrer par induction/récurrence que toute formule logique (construite avec A, Vv, 7) est équivalente a une FNC ainsi qu’a
une FND.

» On définit la taille d'une formule comme son nombre de connecteurs logiques (A, 7, V) et de variables.

Montrons P(n): «si ¢ est une formule de taille n alors ¢ est équivalente a une FND ainsi qu'a une FNC ».

P(1) est vraie car une formule de taille 1 est une variable qui est a la fois une FND et une FNC.

Soit n € N*. Supposons P(k) pour tout k < n.

Soit ¢ une formule de taille n + 1:

* Si ¢ estlanégation d’'une formule, i.e ¢p = —.  est de taille n donc d’apres P(n), w =y’ etw =y”, ot ¢’ est une FNC et
" une FND.
Alors, en appliquant les lois de De Morgan sur ~' on obtient une FND et en appliquant les lois de De Morgan sur "
on obtient une FNC.



* Si¢ =1y Ay': soient (par hypothese de récurrence) f et f des FNC équivalentes a y et v/, respectivement. Clairement,
f A f" estune FNC équivalente a ¢.
Soientg=ci Ve V..vepetg =cvey V.. Ve des FND équivalentes a y et ¢/, respectivement.
Alors gng =(ciVea V.. Ve ALV ey V..V ep) = V(ci A c;-) est une FND.
1]
» Démonstration similairesi¢p =y v /...

2. Onrappelle que x = y est une notation pour - xV y.
Donner une FNC et une FND équivalente & 7(x = (nyAz))V(z = y).
> (x = (YAZ)V(z= Y)=1(xV(yA)V(zVY)=(XA(YVzZ)VzVy.
Pour trouver une FND, on peut utiliser la distributivité de A dans x A (yv —z: (XA (yV2))VazvVy=|(XAY)V (XATZ)TzV Y|

Pour trouver une FNC, on peut utiliser la distributivité de v dans (x A (y vV —12)) V (72 V ¥):
(xA(yvz2)V(zvy)=xVv(zvY)A(yV1z)v(nzvy) =[xV (zVy))A(yVz) |
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1. En construisant la table de vérité de f7, on trouve qu’elle est satisfiable pour (x, y, z) € {(1,0,0),(0,1,1),(0,0,1)}
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2. Soit f> la conjonction de toutes les différentes clauses de taille 3 (au nombre de 2% = 8) sur x, y, z, c’est a dire:
L=xVYVIAKXVYVZDIAXVYVIIAXVIVZIARXVYVIAXVYVIAKXVYVZIAKXVYVZ)

Alors chaque valuation de x, y, z satisfait toutes les clauses de f, sauf une seule: par exemple, (x, y, z) = (1,0, 1) satisfait toues
ses clauses saufxv y v z.
On en déduit que f> n’est pas satisfiable et que max(f;) =7.

3. Une clause C est satisfaite par toute valuation sauf celles qui donne un triplet de valeurs booléennes particulier aux trois
variables qui apparaissent dans C (les 2”3 autres variables ont alors une valeur quelconque):

7
Y. @(Cuval)=2"-2"3= 32"

valeV

> > (p(C,val)z%n.’Z": > Y. @Cuvah= ) wy(f val) <2"max(f)

Cclausede f valeV valeV C clausede f valeV

7 7
Donc max(f) = gm =m- % et, comme max(f) est un entier: max(f) = [gm] =m- L%J.

o,

m
5. Supposons f non satisfiable. Alors max(f) < m donc, d’apres la question précédente, m 3 | <mdonc LEJ >letm=8.

Une formule non satisfiable contient donc au moins 8 clauses.
D’apres la question 2, 8 est donc le nombre minimum de clauses d'une instance de 3-SAT non satisfiable.

7 Réduction de 3-SAT a d’autres problemes

Le probleme 3-SAT consiste a déterminer si une formule en forme normale conjonctive dont chaque clause contient 3 littéraux est
satisfiable.

Une des questions les plus importantes en informatique est de savoir s'il est possible de résoudre 3-SAT en temps polynomial (en la
taille de la formule). On pense qu’il n’en existe pas (c’est la fameuse conjecture P # NP).

1. On considere le probleme CLIQUE: étant donné un graphe G et un entier k, existe t-il un sous-graphe complet (une cligue) a
k sommets dans G?
Montrer que si on peut résoudre CLIQUE en temps polynomial alors on peut résoudre 3-SAT en temps polynomial.
» Soit ¢ = ¢1 A ... A ¢ une formule sous forme normale conjonctive, ot ¢; = £4 v €5 v £4.



Soit G le graphe dont les sommets sont tous les littéraux ¢ i apparaissant dans ¢ et tel que deux littéraux sont adjacents ssi ils
ne sont pas dans la méme clause et ils ne sont pas la négation I'un de 'autre.

Montrons que ¢ est satisfiable ssi G possede une clique de taille k.

Supposons ¢ satisfiable par une valuation d. Chaque clause c; doit posséder un littéral v; satisfait par d. Alors I'’ensemble
{v; | 1 =i <k} des sommets correspondant a ces littéraux forme une clique de taille k dans G.

Supposons que G posseéde une clique de taille k et soit S ’ensemble de ses sommets. Comme 2 sommets d'une méme clause
ne sont pas étre reliés entre eux dans G, S possede un littéral dans chaque clause de ¢. On peut alors donner alors comme
valeur de vérité 0 a chaque x tel que 7x € Set 1 si x € S. On obtient ainsi une valuation satisfaisant ¢.



