
DSþ 1þ
Optionþ informatiqueþ :þ corrigéþ

Lesþ exercicesþ sontþ indépendants,þ etþ neþ sontþ pasþ forcémentþ triésþ parþ difficultéþ croissante...þ
Toutesþ lesþ complexitésþ doiventþ êtreþ justifiées.þ

Iþ Parcoursþ préfixeþ
Onþ définitþ unþ arbreþ binaireþ par :þ typeþ ’aþ arbþ =þ Vþ |þ Nþ ofþ ’aþ *þ ’aþ arbþ *þ ’aþ arb;;þ

Onþ rappelleþ queþ leþ parcoursþ préfixeþ d’unþ arbreþ binaireþ consisteþ àþ d’abordþ visiterþ saþ racine,þ puisþ réaliserþ leþ parcoursþ
préfixeþ deþ sonþ sous-arbreþ gaucheþ etþ enfinþ leþ parcoursþ préfixeþ deþ sonþ sous-arbreþ droit.þ

1.þ Écrireþ uneþ fonctionþ prefixeþ :þ ’aþ arbþ -þ>þ ’aþ listþ renvoyantþ laþ listeþ desþ sommetsþ d’unþ arbreþ parcouruþ dansþ
l’ordreþ préfixe.þ Quelleþ estþ laþ complexitéþ deþ votreþ fonctionþ dansþ leþ pireþ cas ?þ
I Soitþ aþ unþ arbreþ binaireþ àþ n sommets.þ Laþ fonctionþ prefixeþ aþ ci-dessousþ effectueþ unþ appelþ récursifþ parþ sommetþ
deþ aþ etþ chaqueþ appelþ effectueþ unþ @þ dontþ laþ complexitéþ estþ auþ plusþ n.þ Doncþ prefixeþ aþ estþ enþ O(þn2)þ (onþ pourraitþ
réduireþ laþ complexitéþ àþ O(þn)þ enþ utilisantþ unþ accumulateur).þ

Soitþ aþ unþ arbreþ binaireþ étiquetéþ parþ desþ entiersþ tousþ différentsþ etþ pþ saþ listeþ deþ sommetsþ dansþ l’ordreþ préfixe.þ Onþ veutþ
savoirþ siþ pþ détermineþ a,þ c’estþ àþ direþ s’ilþ existeþ unþ autreþ arbreþ avecþ leþ mêmeþ parcoursþ préfixe.þ

2.þ Sansþ hypothèseþ supplémentaireþ surþ a,þ est-ceþ queþ pþ détermineþ a ?þ
I Non,þ lesþ deuxþ arbresþ suivantsþ ontþ leþ mêmeþ parcoursþ préfixeþ [2;þ 1;þ 3] :þ
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3.þ Supposonsþ queþ aþ soitþ unþ tasþ max.þ Peut-ilþ existerþ unþ autreþ tasþ maxþ avecþ leþ mêmeþ parcoursþ préfixeþ pþ queþ a ?þ
I Soitþ n laþ tailleþ deþ p.þ Commeþ aþ estþ presqueþ completþ etþ rempliþ «þ deþ gaucheþ àþ droiteþ »,þ l’emplacementþ desþ
sommetsþ deþ aþ estþ déterminé.þ Alorsþ lesþ étiquettesþ desþ sommetsþ sontþ aussiþ déterminés :þ laþ racineþ estþ p.(0),þ leþ filsþ
gaucheþ estþ p.(1)...þ
Parþ exemple,þ siþ pþ =þ [7;þ 4;þ 2;þ 3;þ 1],þ leþ tasþ aþ 5þ sommetsþ estþ deþ laþ formeþ suivanteþ (figureþ gauche) :þ

?þ

?þ

?þ ?þ

?þ

7þ

4þ

2þ 3þ

1þ

Leþ parcoursþ préfixeþ donneþ alorsþ laþ seuleþ façonþ deþ placerþ lesþ étiquettesþ (figureþ droiteþ ci-dessus).þ
4.þ Supposonsþ queþ aþ soitþ unþ arbreþ binaireþ deþ recherche.þ Peut-ilþ existerþ unþ autreþ arbreþ binaireþ deþ rechercheþ avecþ leþ

mêmeþ parcoursþ préfixeþ queþ a ?þ
I Soitþ H(n) :þ «þ unþ ABRþ àþ n sommetsþ estþ déterminéþ parþ sonþ parcoursþ infixeþ ».þ H(1) estþ trivialementþ vraie.þ
Supposonsþ H(k) pourþ k ≤ n etþ soitþ pþ leþ parcoursþ préfixeþ d’unþ ABRþ aþ =þ N(rþ,þ gþ,þ d)þ àþ n + 1 sommets.þ Alorsþ
nécessairementþ rþ =þ p.(0).þ Soitþ p1þ (resp.þ p2)þ lesþ élémentsþ deþ pþ inférieursþ (resp.þ supérieurs)þ àþ r.þ Commeþ aþ estþ
unþ ABR,þ gþ contientþ lesþ élémentsþ deþ p1.þ p1þ estþ doncþ leþ parcoursþ préfixeþ deþ g.þ Commeþ gþ aþ moinsþ deþ sommetsþ queþ
a,þ parþ hypothèseþ deþ récurrence,þ gþ estþ déterminéþ parþ p1.þ Deþ mêmeþ pourþ d.þ Doncþ H(n) estþ vraie,þ ceþ quiþ termineþ
laþ preuve.þ



5.þ Reprendreþ lesþ 3þ questionsþ précédentesþ enþ remplaçantþ «þ préfixeþ »þ parþ «þ infixeþ ».þ
I lesþ deuxþ ABRþ suivantsþ ontþ leþ mêmeþ parcoursþ infixeþ [1;þ 2;þ 3] :þ
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Parþ contre,þ leþ mêmeþ raisonnementþ queþ 3.þ montreþ qu’unþ tasþ maxþ estþ aussiþ déterminéþ parþ sonþ parcoursþ infixe.þ

IIþ Extraitþ Centraleþ 2017þ

I II.A.1)þ
letþ ajouteþ fþ eþ =þ

ifþ f.debþ =þ f.finþ &&þ notþ f.videþ thenþ failwithþ "Fileþ pleine"þ
elseþ (f.tab.(f.fin)þ <þ-þ e;þ f.finþ <þ-þ (f.finþ +þ 1)þ modþ (vect_lengthþ f.tab);þ f.videþ <þ-þ false);;þ

II.A.2)þ
letþ retireþ fþ =þ

ifþ f.videþ thenþ failwithþ "Fileþ vide"þ
elseþ (letþ resþ =þ f.tab.(deb)þ inþ

f.debþ <þ-þ (f.debþ -þ 1)þ modþ (vect_lengthþ f.tab);þ
f.videþ <þ-þ f.debþ =þ f.fin;þ res);;þ

II.A.3)þ Clairementþ O(1) :þ leþ nombreþ d’opérationsþ réaliséesþ neþ dépendþ pasþ deþ laþ tailleþ deþ f.þ

IIIþ Ensemblesþ
Onþ souhaiteþ implémenterþ uneþ structureþ d’ensemble.þ

Avecþ uneþ listeþ
1.þ Écrireþ uneþ fonctionþ appartientþ :þ ’aþ -þ>þ ’aþ listþ -þ>þ boolþ déterminantþ siþ unþ élémentþ appartientþ àþ uneþ liste.þ

Quelleþ estþ saþ complexitéþ dansþ leþ pireþ cas ?þ
Iletþ recþ appartientþ eþ lþ =þ matchþ lþ withþ

|þ []þ -þ>þ falseþ



|þ t::qþ -þ>þ tþ =þ eþ ||þ appartientþ eþ q;;þ
Dansþ leþ pireþ cas,þ appartientþ eþ lþ parcourtþ touteþ laþ listeþ lþ doncþ saþ complexitéþ estþ linéaireþ enþ laþ tailleþ deþ l.þ

2.þ Écrireþ uneþ fonctionþ est_ensþ :þ ’aþ listþ -þ>þ boolþ déterminantþ siþ uneþ listeþ représenteþ bienþ unþ ensembleþ (c’estþ àþ
dire :þ neþ contientþ pasþ deþ doublon).þ
I letþ recþ est_ensþ lþ =þ matchþ lþ withþ

|þ []þ -þ>þ trueþ
|þ t::qþ -þ>þ notþ (appartientþ tþ q)þ &&þ est_ensþ q;;þ

3.þ Écrireþ uneþ fonctionþ inclusþ :þ ’aþ listþ -þ>þ ’aþ listþ -þ>þ boolþ telleþ queþ inclusþ l1þ l2þ déterminantþ siþ l’ensembleþ
desþ élémentsþ deþ l1þ estþ inclusþ dansþ ceuxþ deþ l2.þ Quelleþ estþ saþ complexitéþ dansþ leþ pireþ cas ?þ
I letþ recþ inclusþ l1þ l2þ =þ matchþ l1þ withþ

|þ []þ -þ>þ trueþ
|þ e::qþ -þ>þ notþ (appartientþ eþ l2)þ &&þ inclusþ qþ l2;;þ

Siþ n1 etþ n2 sontþ lesþ taillesþ deþ l1þ etþ l2,þ inclusþ l1þ l2þ appelleþ n1 foisþ appartientþ eþ l2þ quiþ estþ enþ O(þn2),þ d’oùþ
uneþ complexitéþ totaleþ O(þn1n2).þ

4.þ Écrireþ uneþ fonctionþ interþ :þ ’aþ listþ -þ>þ ’aþ listþ -þ>þ ’aþ listþ renvoyantþ l’intersectionþ deþ deuxþ listes,þ conte-
nantþ lesþ élémentsþ appartenantþ auxþ deuxþ listes.þ Quelleþ estþ saþ complexitéþ dansþ leþ pireþ cas ?þ
I letþ recþ interþ l1þ l2þ =þ matchþ l1þ withþ

|þ []þ -þ>þ []þ
|þ e::qþ whenþ appartientþ eþ l2þ -þ>þ e::interþ qþ l2þ
|þ e::qþ -þ>þ interþ qþ l2;;þ

Complexitéþ similaireþ àþ inclus.þ
5.þ Écrireþ uneþ fonctionþ unionþ :þ ’aþ listþ -þ>þ ’aþ listþ -þ>þ ’aþ listþ renvoyantþ l’unionþ deþ deuxþ listes,þ contenantþ lesþ

élémentsþ appartenantþ àþ uneþ desþ deuxþ listes.þ Quelleþ estþ saþ complexitéþ dansþ leþ pireþ cas ?þ
I letþ recþ unionþ l1þ l2þ =þ matchþ l1þ withþ

|þ []þ -þ>þ l2þ
|þ e::qþ whenþ appartientþ eþ l2þ -þ>þ unionþ qþ l2þ
|þ e::qþ -þ>þ e::unionþ qþ l2;;þ

Complexitéþ similaireþ àþ inclus.þ

Avecþ unþ arbreþ binaireþ deþ rechercheþ
Dansþ cetteþ partie,þ onþ étudieþ uneþ implémentationþ d’ensembleþ parþ unþ arbreþ binaireþ deþ recherche,þ deþ type :þ

typeþ ’aþ arbþ =þ Vþ |þ Nþ ofþ ’aþ *þ ’aþ arbþ *þ ’aþ arb;;þ

6.þ Quelleþ restrictionþ imposeþ l’utilisationþ d’unþ arbreþ binaireþ deþ rechercheþ surþ leþ typeþ desþ éléments ?þ
I Onþ doitþ pouvoirþ disposerþ d’uneþ relationþ d’ordreþ surþ lesþ sommets.þ

7.þ Écrireþ uneþ fonctionþ ajoutþ :þ ’aþ -þ>þ ’aþ arbþ -þ>þ ’aþ arbþ pourþ ajouterþ unþ élémentþ àþ unþ arbreþ binaireþ deþ recherche.þ
Quelleþ estþ saþ complexitéþ dansþ leþ pireþ cas ?þ
I Voirþ cours.þ

8.þ Écrireþ uneþ fonctionþ appartientþ :þ ’aþ -þ>þ ’aþ arbþ -þ>þ boolþ déterminantþ siþ unþ élémentþ appartientþ àþ unþ arbreþ
binaireþ deþ recherche.þ Quelleþ estþ saþ complexitéþ dansþ leþ pireþ cas ?þ
I Voirþ cours.þ

9.þ Écrireþ uneþ fonctionþ est_ensþ :þ ’aþ arbþ -þ>þ boolþ déterminantþ siþ unþ arbreþ binaireþ deþ rechercheþ représenteþ bienþ
unþ ensembleþ (c’estþ àþ dire :þ neþ contientþ pasþ deþ doublon).þ Quelleþ estþ saþ complexitéþ dansþ leþ pireþ cas ?þ
I Siþ rþ apparaîtþ deuxþ foisþ dansþ N(rþ,þ gþ,þ d),þ alorsþ ilþ estþ dansþ gþ (parþ propriétéþ d’ABR) :þ
letþ recþ est_ensþ aþ =þ matchþ aþ withþ

|þ Vþ -þ>þ trueþ
|þ N(rþ,þ gþ,þ d)þ -þ>þ notþ (appartientþ rþ g)þ &&þ est_ensþ gþ &&þ est_ensþ d;;þ

Ilþ yþ aþ unþ appelþ àþ appartientþ parþ sommetþ dansþ l’arbre,þ doncþ laþ complexitéþ estþ O(þn2),þ oùþ n estþ leþ nombreþ deþ
sommets.þ

10.þ Écrireþ uneþ fonctionþ interþ :þ ’aþ arbþ -þ>þ ’aþ arbþ -þ>þ ’aþ arbþ renvoyantþ l’intersectionþ deþ deuxþ arbresþ binairesþ deþ
recherche,þ contenantþ lesþ élémentsþ appartenantþ auxþ deuxþ arbresþ binairesþ deþ recherche.þ Quelleþ estþ saþ complexitéþ
dansþ leþ pireþ cas ?þ
I Onþ peutþ implémenterþ interþ enþ calculantþ lesþ parcoursþ infixesþ desþ ABR,þ puisþ prendreþ l’intersectionþ deþ cesþ listesþ
triées,þ pourþ avoirþ unþ algorithmeþ enþ O(tailleþ desþ arbres) :þ



letþ interþ a1þ a2þ =þ auxþ (infixeþ a1)þ (infixeþ a2);;þ

11.þ Écrireþ uneþ fonctionþ unionþ :þ ’aþ arbþ -þ>þ ’aþ arbþ -þ>þ ’aþ arbþ renvoyantþ l’unionþ deþ deuxþ arbresþ binairesþ deþ re-
cherche,þ contenantþ lesþ élémentsþ appartenantþ àþ auþ moinsþ unþ desþ deuxþ arbresþ binairesþ deþ recherche.þ Quelleþ estþ saþ
complexitéþ dansþ leþ pireþ cas ?þ
I Similaireþ àþ laþ questionþ précédente.þ

12.þ Est-ceþ queþ l’implémentationþ avecþ unþ arbreþ binaireþ deþ rechercheþ estþ plusþ efficaceþ qu’avecþ uneþ liste,þ dansþ leþ pireþ
cas ?þ Commentþ pourrait-onþ améliorerþ cesþ complexités ?þ
I Onþ pourraitþ améliorerþ lesþ complexitésþ enþ utilisantþ unþ ABRþ équilibréþ (AVL...).þ

IVþ Calculþ deþ rangþ
Étantþ donnéþ unþ tableauþ tþ deþ tailleþ n,þ onþ souhaiteþ sélectionnerþ leþ kèmeþ plusþ petitþ (queþ l’onþ appelleþ élémentþ deþ

rangþ k).þ Nousþ allonsþ voirþ plusieursþ approches,þ enþ effectuantþ éventuellementþ unþ prétraitement.þ

Méthodeþ simpleþ
1.þ Commentþ effectuerþ unþ prétraitementþ enþ O(þn log(n))þ surþ t,þ pourþ ensuiteþ êtreþ capableþ d’obtenirþ l’élémentþ deþ rangþ

k enþ O(1) ?þ Onþ demandeþ d’expliquerþ lesþ grandesþ lignesþ d’unþ telþ algorithme,þ maisþ pasþ deþ l’écrireþ enþ détail.þ
I Onþ pourraitþ trierþ leþ tableauþ puisþ renvoyerþ l’élémentþ d’indiceþ k − 1.þ Pourþ trierþ enþ O(þn log(n))þ onþ peutþ utiliserþ
unþ triþ parþ tasþ parþ exemple...þ (cfþ cours).þ

Avecþ unþ tasþ minþ
Dansþ cetteþ partie,þ onþ utiliseþ unþ tasþ minþ représentéþ parþ unþ tableau.þ

2.þ Quelþ estþ laþ meilleurþ complexitéþ deþ prétraitementþ queþ vousþ connaissezþ pourþ transformerþ tþ enþ tas ?þ Onþ demandeþ
d’expliquerþ lesþ grandesþ lignesþ d’unþ telþ algorithme,þ maisþ pasþ deþ l’écrireþ enþ détail.þ
I Cours.þ

3.þ Écrireþ uneþ fonctionþ extraireþ :þ ’aþ vectþ -þ>þ intþ -þ>þ ’aþ telleþ queþ siþ tasþ estþ unþ tableauþ représentantþ unþ tasþ
minþ avecþ nþ éléments,þ extraireþ tasþ nþ supprimeþ etþ renvoieþ leþ minimumþ duþ tas.þ Onþ garantiraþ uneþ complexitéþ
O(þlog(n)).þ
I Cours.þ

4.þ Enþ déduireþ uneþ fonctionþ rangþ :þ ’aþ vectþ -þ>þ intþ -þ>þ intþ -þ>þ ’aþ telleþ queþ rangþ tasþ nþ kþ renvoieþ l’élémentþ deþ
rangþ kþ dansþ unþ tasþ minþ avecþ nþ élémentsþ représentéþ parþ tas.þ Quelleþ estþ saþ complexité ?þ
I letþ rangþ tþ nþ kþ =þ

forþ iþ =þ 0þ toþ (kþ -þ 1)þ doþ extraireþ tþ nþ done;þ
extraireþ tþ n;þ

5.þ Commentþ pourrait-onþ modifierþ laþ fonctionþ précédenteþ pourþ qu’unþ appelþ àþ laþ fonctionþ rangþ neþ changeþ pasþ lesþ
élémentsþ duþ tas ?þ Onþ réécriraþ laþ fonctionþ enþ garantissantþ uneþ complexitéþ O(þk log(n)).þ
I Onþ peutþ mémoriserþ (dansþ uneþ liste)þ lesþ élémentsþ supprimésþ puisþ lesþ remettreþ dedans.þ

Avecþ unþ arbreþ binaireþ deþ rechercheþ
6.þ Commentþ obtenirþ l’élémentþ deþ rangþ 1þ d’unþ arbreþ binaireþ deþ recherche ?þ Enþ quelleþ complexité ?þ

I Ilþ suffitþ deþ regarderþ toutþ àþ gauche,þ enþ O(þh).þ

Pourþ récupérerþ l’élémentþ deþ rangþ k quelconqueþ dansþ unþ arbreþ binaireþ deþ recherche,þ onþ ajouteþ uneþ informationþ àþ chaqueþ
sommetþ s :þ leþ nombreþ deþ sommetsþ duþ sous-arbreþ enracinéþ enþ s.þ
Onþ utiliseþ doncþ leþ type :þ typeþ ’aþ arb_rangþ =þ Vþ |þ Nþ ofþ ’aþ *þ ’aþ arb_rangþ *þ ’aþ arb_rangþ *þ int;;þ

7.þ Écrireþ uneþ fonctionþ pourþ ajouterþ unþ élémentþ dansþ unþ arb_rang.þ Complexité ?þ
I Commeþ dansþ leþ coursþ maisþ enþ augmentantþ laþ tailleþ deþ 1þ làþ oùþ onþ rajouteþ l’élément.þ

8.þ Écrireþ uneþ fonctionþ pourþ supprimerþ unþ élémentþ dansþ unþ arb_rang.þ Complexité ?þ
I Commeþ dansþ leþ coursþ maisþ enþ diminuantþ laþ tailleþ deþ 1þ làþ oùþ onþ rajouteþ l’élément.þ

9.þ Écrireþ uneþ fonctionþ pourþ récupérerþ l’élémentþ deþ rangþ k dansþ unþ arb_rangþ enþ tempsþ linéaireþ enþ saþ hauteurþ (etþ
indépendantþ deþ k).þ
I Siþ leþ sous-arbreþ gaucheþ contientþ k−1 éléments,þ onþ renvoieþ laþ racine.þ Sinon,þ onþ s’appelleþ récursivementþ surþ l’unþ
desþ sous-arbres.þ Chaqueþ appelþ récursifþ augmenteþ laþ profondeurþ duþ sommetþ visité :þ ilþ yþ aþ doncþ O(þh)þ telsþ appels,þ
chacunþ enþ O(þ1).þ



Avecþ unþ algorithmeþ deþ partitionþ similaireþ auþ triþ rapideþ
Cetteþ méthodeþ consisteþ àþ chercherþ l’élémentþ deþ rangþ k enþ choisissantþ unþ pivotþ p (normalementþ aléatoirement,þ maisþ

iciþ onþ prendraþ leþ premierþ élémentþ possibleþ pourþ simplifier)þ puisþ enþ partitionnantþ leþ resteþ duþ tableauþ enþ deux :þ lesþ
élémentsþ inférieursþ àþ p etþ ceuxþ supérieurs.þ Enfinþ onþ chercheþ récursivementþ dansþ l’unþ desþ deuxþ sous-tableaux.þ

10.þ Écrireþ uneþ fonctionþ partitionþ telleþ queþ partitionþ tþ iþ jþ modifieþ leþ tableauþ tþ deþ sorteþ que,þ entreþ lesþ indicesþ i
etþ j,þ ilþ contienneþ d’abordþ lesþ élémentsþ inférieursþ auþ pivot,þ puisþ leþ pivot,þ puisþ lesþ élémentsþ supérieurs.þ partitionþ
doitþ êtreþ enþ tempsþ O(þj − i)þ et,þ siþ possible,þ enþ complexitéþ mémoireþ O(1)þ (c’estþ àþ direþ sansþ créationþ deþ tableauþ
intermédiaire).þ partitionþ devraþ renvoyerþ leþ nouvelþ indiceþ duþ pivot.þ
I ipivotþ estþ l’indiceþ oùþ ilþ fautþ rajouterþ leþ prochainþ élémentþ inférieurþ auþ pivot.þ Onþ metþ leþ pivotþ àþ saþ bonneþ placeþ
seulementþ àþ laþ finþ deþ l’algorithme.þ

< pivotþ ipivotþ

ipivotþ

> pivotþ ipivotþ
kþ

nonþ visitéþ

11.þ Enþ déduireþ unþ algorithmeþ pourþ obtenirþ l’élémentþ deþ rangþ k dansþ unþ tableauþ deþ tailleþ n.þ Quelleþ estþ saþ complexitéþ
dansþ leþ pireþ desþ cas ?þ Dansþ leþ meilleur ?þ
I Onþ partitionneþ leþ tableauþ puisþ onþ regardeþ siþ leþ kèmeþ estþ dansþ laþ partieþ gaucheþ ouþ droite.þ Dansþ leþ pireþ cas,þ
l’intervalleþ deþ rechercheþ estþ diminuéþ deþ 1þ àþ chaqueþ itérationþ doncþ onþ effectueþ n appelsþ àþ partition,þ d’oùþ uneþ
complexitéþ Θ(n2).þ Dansþ leþ meilleurþ cas,þ onþ trouveþ l’élémentþ deþ rangþ k dèsþ laþ premièreþ partition,þ enþ Θ(n).þ

Onþ peutþ montrer,þ deþ laþ mêmeþ façonþ queþ pourþ leþ triþ rapide,þ queþ cetþ algorithmeþ estþ enþ complexitéþ moyenneþ linéaireþ enþ
laþ tailleþ n duþ tableau.þ

Bilanþ
12.þ Faireþ unþ tableauþ avecþ laþ complexitéþ deþ prétraitementþ etþ deþ rechercheþ deþ l’élémentþ deþ rangþ k,þ pourþ chacuneþ desþ

méthodesþ ci-dessus.þ
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