
DMþ 1þ :þ corrigéþ
Optionþ informatiqueþ

Iþ Arbretasþ (enþ anglais :þ Treapþ =þ Treeþ +þ Heap)þ
Onþ peutþ montrerþ qu’unþ arbreþ binaireþ deþ rechercheþ (ABR)þ construitþ enþ ajoutantþ unþ àþ unþ n entiersþ choisisþ «þ uniformémentþ
auþ hasardþ »þ aþ uneþ hauteurþ moyenneþ O(þlog(n)).þ
Siþ lesþ élémentsþ àþ rajouterþ neþ sontþ pasþ générésþ aléatoirement,þ maisþ sontþ tousþ connusþ àþ l’avance,þ onþ peutþ commencerþ
parþ lesþ mélangerþ aléatoirementþ puisþ lesþ rajouterþ dansþ cetþ ordreþ aléatoireþ pourþ obtenirþ àþ nouveauþ uneþ hauteurþ moyenneþ
O(þlog(n)).þ Pourþ cela,þ onþ considèreþ l’algorithmeþ suivantþ (mélangeþ deþ Knuth),þ oùþ Random.intþ (i+1)þ renvoieþ unþ entierþ
uniformémentþ auþ hasardþ entreþ 0þ etþ i :þ

1.þ Écrireþ laþ fonctionþ swapþ :þ ’aþ arrayþ -þ>þ intþ -þ>þ intþ utiliséeþ parþ shuffle,þ telleþ queþ swapþ tþ iþ jþ échangeþ t.(i)þ
etþ t.(j).þ
I Déjàþ faiteþ enþ cours.þ

2.þ (Facultatif)þ Montrerþ queþ shuffleþ tþ appliqueþ uneþ permutationþ choisieþ uniformémentþ auþ hasardþ surþ leþ tableauþ t.þ
I shuffleþ tþ appliqueþ unþ certainþ nombreþ deþ transpositionsþ surþ t,þ doncþ ilþ effectueþ bienþ uneþ permutationþ surþ t.þ
Soitþ σ uneþ permutation.þ Onþ saitþ queþ σ estþ produitþ deþ transpositionsþ doncþ onþ peutþ l’écrireþ σ = (a1b1)(a2b2)...(apbp)
avecþ ak < bk pourþ toutþ k etþ b1 < b2 < ... < bp.þ Alorsþ ilþ existeþ exactementþ uneþ possibilitéþ pourþ queþ shuffleþ tþ
appliqueþ σ surþ t :þ queþ Random.intþ (i+1)þ renvoieþ a1 pourþ iþ =þ b1 (probabilitéþ 1

b1
),þ a2 pourþ iþ =þ b2,þ ...þ ap siþ iþ =þ

bp (probabilitéþ 1
bp
) etþ queþ Random.intþ (i+1)þ renvoieþ iþ (probabilitéþ 1i ) dansþ tousþ lesþ autresþ cas.þ

Laþ probabilitéþ d’obtenirþ laþ permutationþ σ surþ tþ estþ doncþ leþ produitþ deþ cesþ probabilitésþ (ceþ sontþ desþ évènementsþ
indépendants),þ c’estþ àþ direþ 1

n! .þ

Lorsqueþ laþ totalitéþ desþ élémentsþ àþ rajouterþ n’estþ pasþ connueþ àþ l’avance,þ onþ peutþ utiliserþ uneþ structureþ appeléeþ arbretasþ
quiþ estþ unþ arbreþ binaireþ (définiþ parþ typeþ ’aþ arbþ =þ Vþ |þ Nþ ofþ ’aþ *þ ’aþ arbþ *þ ’aþ arb)þ dontþ lesþ noeudsþ sontþ étiquetésþ
parþ desþ couplesþ (élément,þ priorité),þ oùþ laþ prioritéþ estþ unþ nombreþ entierþ choisiþ uniformémentþ auþ hasardþ auþ momentþ deþ
l’ajoutþ deþ l’élément.þ Deþ plus :þ

• lesþ élémentsþ doiventþ vérifierþ laþ propriétéþ d’ABR.þ
• laþ prioritéþ d’unþ sommetþ doitþ êtreþ inférieureþ àþ laþ prioritéþ deþ sesþ éventuelsþ filsþ (propriétéþ deþ tasþ minþ surþ lesþ priorités).þ

3.þ Dessinerþ unþ arbretasþ dontþ lesþ couplesþ (élément,þ priorité)þ sont :þ (1,þ 4),þ (5,þ 6),þ (3,þ 8),þ (2,þ 2),þ (0,þ 7).þ

2,þ 2þ

1,þ 4þ

0,þ 7þ

5,þ 6þ

3,þ 8þ

4.þ Étantþ donnésþ desþ élémentsþ etþ prioritésþ tousþ distincts,þ montrerþ qu’ilþ existeþ unþ uniqueþ arbretasþ lesþ contenants.þ
I Montronsþ Pn :þ «þ ilþ existeþ unþ uniqueþ arbretasþ contenantsþ n couplesþ (élément,þ priorité)þ tousþ distinctsþ »þ parþ
récurrenceþ surþ n.þ
P0 estþ vraie :þ l’arbreþ videþ convientþ etþ c’estþ leþ seul.þ
Soitþ n ∈ N∗ etþ supposonsþ Pk vraie,þ ∀k ≤ n.þ Considéronsþ unþ ensembleþ C deþ n+1 couplesþ (élément,þ priorité)þ tousþ
distincts.þ Soitþ (e, p) leþ coupleþ (élément,þ priorité)þ ayantþ laþ plusþ petiteþ priorité,þ G lesþ couplesþ dontþ lesþ élémentsþ
sontþ inférieursþ àþ e etþ D lesþ couplesþ dontþ lesþ élémentsþ sontþ supérieursþ àþ e.þ Lesþ arbretasþ contenantþ lesþ couplesþ deþ
C sontþ ceuxþ s’écrivantþ Nþ((e, p), g, d) avecþ g etþ d arbretasþ contenantþ G etþ D.þ D’aprèsþ l’hypothèseþ deþ récurrence,þ
ilþ existeþ unþ uniqueþ telþ g etþ unþ uniqueþ telþ d.þ Doncþ ilþ existeþ aussiþ unþ uniqueþ arbretasþ contenantþ lesþ couplesþ deþ C.þ



Nousþ allonsþ utiliserþ desþ opérationsþ deþ rotationþ surþ unþ arbretasþ N(rþ,þ N(grþ,þ ggþ,þ gd)þ,þ d) :þ
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5.þ Écrireþ uneþ fonctionþ rotdþ effectuantþ uneþ rotationþ droiteþ surþ unþ arbreþ N(rþ,þ N(grþ,þ ggþ,þ gd)þ,þ d).þ
I letþ rotdþ =þ functionþ N(rþ,þ N(grþ,þ ggþ,þ gd)þ,þ d)þ -þ>þ N(grþ,þ ggþ,þ N(rþ,þ gdþ,þ d));;þ

Onþ supposeraþ définieþ dansþ laþ suiteþ uneþ fonctionþ rotgþ pourþ effectuerþ «þ l’inverseþ »þ d’uneþ rotationþ droite.þ Onþ remarqueraþ
que,þ siþ aþ estþ unþ ABR,þ rotgþ aþ etþ rotdþ aþ sontþ aussiþ desþ ABR.þ
Pourþ ajouterþ unþ sommetþ s dansþ unþ arbretasþ (enþ conservantþ laþ structureþ d’arbretas),þ onþ l’ajouteþ commeþ dansþ unþ ABRþ
classiqueþ (enþ ignorantþ lesþ priorités)þ puis,þ siþ saþ prioritéþ estþ inférieureþ àþ celleþ deþ sonþ père,þ onþ appliqueþ uneþ rotationþ surþ
sonþ pèreþ pourþ faireþ remonterþ s etþ onþ continueþ jusqu’àþ rétablirþ laþ structureþ d’arbretas.þ

6.þ Dessinerþ l’arbretasþ obtenuþ enþ rajoutantþ (6,þ 0)þ àþ l’arbretasþ suivant :þ
I Onþ obtientþ l’arbretasþ deþ droite.þ
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6,þ 0þ
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7.þ Écrireþ uneþ fonctionþ utilitaireþ prioþ renvoyantþ laþ prioritéþ deþ laþ racineþ d’unþ arbreþ (onþ renverraþ max_int,þ c’estþ àþ
direþ leþ plusþ grandþ entierþ représentableþ enþ baseþ 2þ surþ leþ processeur,þ siþ cetþ arbreþ estþ vide).þ

8.þ Écrireþ uneþ fonctionþ addþ aþ eþ ajoutantþ eþ (quiþ estþ unþ coupleþ (élément,þ priorité))þ àþ unþ arbretasþ a,þ enþ conservantþ laþ
structureþ d’arbretas.þ
I addþ ajouteþ l’élémentþ puisþ appliqueþ éventuellementþ uneþ rotationþ surþ leþ nouvelþ arbre :þ

Pourþ supprimerþ unþ élémentþ d’unþ arbretas,þ onþ commenceþ parþ leþ chercherþ commeþ dansþ unþ ABRþ classiqueþ (enþ ignorantþ
lesþ priorités)þ puisþ onþ leþ faitþ descendreþ avecþ desþ rotationsþ jusqu’àþ ceþ qu’ilþ devienneþ uneþ feuilleþ qu’onþ peutþ alorsþ supprimerþ
librement.þ

9.þ Écrireþ uneþ fonctionþ delþ supprimantþ unþ élémentþ dansþ unþ arbretas,þ enþ conservantþ laþ structureþ d’arbretas.þ
I Ilþ fautþ effectuerþ laþ rotationþ surþ leþ filsþ deþ prioritéþ minimumþ pourþ conserverþ laþ structure.þ Onþ utiliseþ leþ faitþ queþ
prioþ Vþ renvoieþ max_intþ pourþ s’assurerþ qu’uneþ rotationþ estþ appliquéeþ surþ unþ arbreþ convenableþ (parþ ex.þ gþ doitþ
êtreþ nonþ videþ pourþ appliquerþ rotdþ N(rþ,þ gþ,þ d)).þ Noterþ l’éléganceþ duþ 4èmeþ casþ ci-dessous :þ



IIþ Calculþ deþ PPCMþ (Centraleþ 2007)þ

1.þ Commentþ insérerþ efficacementþ unþ nouveauþ sommetþ dansþ unþ tasþ (enþ préservantþ laþ structureþ deþ tas) ?þ
I Cours :þ l’ajouterþ enþ tempsþ queþ dernièreþ feuille,þ puisþ laþ permuterþ avecþ sonþ pèreþ jusqu’àþ obtenirþ unþ tas.þ

2.þ Commentþ reconstituerþ efficacementþ laþ structureþ deþ tasþ aprèsþ avoirþ changéþ laþ valeurþ deþ laþ racineþ ?þ
I Cours :þ onþ peutþ laþ permuterþ avecþ leþ plusþ petitþ deþ sesþ filsþ jusqu’àþ rétablirþ laþ conditionþ deþ tas.þ

Parþ laþ suite,þ chacuneþ desþ deuxþ opérationsþ décritesþ ci-dessusþ seraþ appeléeþ uneþ percolation.þ
3.þ Représenterþ lesþ différentesþ tasþ aprèsþ leþ calculþ deþ Pþk pourþ k allantþ deþ 3þ àþ 9.þ



4.þ Montrerþ queþ laþ hauteurþ d’unþ tasþ àþ n sommetsþ estþ blog2(n)c.þ
I cfþ cours.þ

5.þ Quelþ estþ leþ coûtþ d’uneþ percolation ?þ Enþ admettantþ queþ ln(Pþn) ∼
∞

n,þ montrerþ queþ leþ nombreþ deþ percolationsþ
effectuéesþ pourþ leþ calculþ deþ Pþn estþ O(þn).þ
I Leþ nombreþ d’échangesþ réalisésþ parþ uneþ percolationþ estþ auþ plusþ laþ hauteur,þ i.eþ O(þlog(n)).þ

Siþ Pn =þ pα1
1 ...þ pαk

k ,þ alorsþ leþ nombreþ deþ percolationsþ estþ
k∑

i=1

αi ≤
k∑

i=1

αi log2(pi) = log(Pn) ∼ n,þ carþ log2(pi) ≥ 1

siþ pi ≥ 2.þ
6.þ Écrireþ uneþ fonctionþ Camlþ permettantþ deþ déterminerþ siþ unþ entierþ estþ premier.þ Quelleþ estþ saþ complexité ?þ Existe-t-ilþ

uneþ méthodeþ plusþ efficaceþ pourþ trouverþ tousþ lesþ entiersþ premiersþ inférieursþ àþ unþ entierþ n ?þ
I Onþ peutþ chercherþ unþ diviseurþ deþ p entreþ 2þ etþ √p,þ enþ O(þ√p) :þ

Leþ cribleþ d’Ératosthèneþ seraitþ plusþ efficaceþ pourþ calculerþ tousþ lesþ nombresþ premiersþ ≤ n.þ
7.þ Déterminerþ laþ complexitéþ enþ fonctionþ deþ n pourþ calculerþ Pþn enþ utilisantþ l’algorithmeþ présentéþ dansþ ceþ problème.þ

I Bilanþ desþ complexités :þ
• construireþ leþ tas :þ O(þn log(n))þ
• déterminerþ siþ lesþ entiersþ 2 ≤ k ≤ n sontþ premiers :þ

∑n
k=2 O(

√
k) = O(

∑n
k=2

√
k).þ Parþ comparaisonþ

série-intégrale,þ onþ trouveþ
∑n

k=2

√
k ∼

∫ n

2

√
tdt ∼ n

√
n etþ doncþ

∑n
k=2 O(

√
k) =þ O(þn

√
n)þ (Onþ obtiendraitþ

O(þn log log(n))þ avecþ leþ cribleþ d’Ératosthène,þ cfþ ci-dessous).þ
• faireþ desþ percolations :þ O(þn)þ parþ laþ questionþ 5.þ

Laþ complexitéþ estþ doncþ O(þn log(n))þ +þ O(þn
√
n)þ +þ O(þn)þ =þ O(þn

√
n)þ (O(þn log(n))þ avecþ leþ cribleþ d’Ératosthène).þ(

Preuveþ queþ leþ cribleþ d’Ératosthèneþ estþ O(þn log(log(n))),þ enþ admettantþ leþ théorèmeþ desþ nombresþ premiers,þ
affirmantþ queþ leþ kèmeþ nombreþ premierþ pk estþ équivalentþ àþ k ln(k) :þ
Leþ cribleþ d’Ératosthèneþ parcourtþ lesþ entiersþ deþ 1þ àþ n et,þ quandþ ilþ voitþ unþ entierþ nonþ rayéþ p,þ enþ déduitþ qu’ilþ estþ
premierþ etþ rayeþ tousþ sesþ multiplesþ (quiþ sontþ auþ nombreþ deþ np ).þ

Ainsi,þ leþ nombreþ totalþ deþ «þ rayuresþ »þ estþ
∑

pk premierþ ≤n

n

pk
= n

∑
pk premierþ ≤n

1

pk
.þ

Commeþ pk ∼ k ln(k) etþ x 7−→ 1
x ln(x) estþ ↗,þ parþ comparaisonþ série-intégrale :þ

∑
pk premierþ ≤n

1

pk
∼

∫ n 1

x ln(x)
=

[
ln(ln(x))

]n
∼ ln ln(n)

D’oùþ
∑

pk premierþ ≤n

n

pk
∼ n ln(ln(n)).þ

)

IIIþ Arbreþ binaireþ deþ rechercheþ optimalþ
Étantþ donnésþ desþ élémentsþ e0 <þ e1 <þ ...þ <þ en−1 deþ probabilitésþ d’apparitionsþ p0,þ ...,þ pn−1,þ onþ veutþ construireþ unþ

arbreþ binaireþ deþ rechercheþ (ABR)þ a contenantþ e0,þ ...,þ en−1 etþ minimisantþ laþ complexitéþ moyenneþ deþ rechercheþ d’unþ
élémentþ (leþ coûtþ C(a) deþ a),þ quiþ estþ (þprof(ei) étantþ laþ profondeurþ deþ ei dansþ a) :þ

C(a) =

n−1∑
i=0

pi(1 + prof(ei))

1.þ Écrireþ uneþ fonctionþ coutþ ayantþ unþ ABRþ a enþ argumentþ etþ renvoyantþ C(a) enþ complexitéþ linéaireþ enþ leþ nombreþ
deþ sommetsþ deþ a.þ Onþ supposeraþ définie,þ dansþ cetteþ question,þ uneþ fonctionþ probaþ renvoyantþ enþ O(1)þ laþ probabilitéþ
d’apparitionþ d’unþ élémentþ deþ l’ABR.þ
I Onþ ajouteþ laþ profondeurþ (+þ 1)þ enþ argument.þ coutþ 1þ estþ laþ fonctionþ demandée.þ
letþ recþ coutþ profþ aþ =þ matchþ aþ withþ

|þ Vþ -þ>þ 0.þ
|þ N(rþ,þ gþ,þ d)þ -þ>þ (probaþ r)þ *.þ profþ +.þ (coutþ (profþ +.þ 1.)þ g)þ +.þ (coutþ (profþ +.þ 1)þ d);;þ

Ilþ yþ aþ unþ appelþ récursifþ (enþ tempsþ constant)þ parþ élémentþ deþ a,þ doncþ coutþ 1þ estþ linéaire.þ
Dansþ leþ resteþ deþ l’exercice,þ onþ veutþ calculerþ l’ABRþ optimalþ (deþ coûtþ minimum)þ parþ programmationþ dynamique.þ
Pourþ celaþ onþ note :þ



• wi,l =þ pi +þ ...þ +þ pi+l−1

• ci,l leþ coûtþ deþ l’ABRþ optimalþ ai,l contenantþ ei,þ ...,þ ei+l−1

2.þ Montrerþ queþ ci,l = min
0≤k<l

(wi,l + ci,k + ci+k+1,l−k−1).þ

Indice :þ queþ vautþ ci,l siþ ai,l aþ pourþ racineþ ei+k ?þ
I siþ ai,l aþ pourþ racineþ ek alorsþ sonþ sous-arbreþ gaucheþ g estþ unþ ABRþ optimalþ contenantþ ei,þ ...,þ ek−1 :þ sinon,þ onþ
pourraitþ leþ remplacerþ parþ unþ telþ ABRþ optimal,þ ceþ quiþ contrediraitþ l’optimalitéþ deþ ai,l.þ Deþ mêmeþ pourþ leþ sous-arbreþ
droit,þ d’oùþ

ci,l = wi,k + ci,k︸ ︷︷ ︸
coûtþ deþ g

+pi+k + wi+k+1,l−k−1 + ci+k+1,l−k−1︸ ︷︷ ︸
coûtþ deþ d

ci,l = wi,l + ci,k + ci+k+1,l−k−1

Laþ dernièreþ égalitéþ venantþ duþ faitþ queþ wi,l = wi,k + pi+k + wi+k+1,l−k−1.þ
Dansþ leþ casþ général,þ ci,l estþ laþ valeurþ minimumþ obtenueþ pourþ lesþ différentsþ k possibles :þ

ci,l = min
0≤k<l

(wi,l + ci,k + ci+k+1,l−k−1)

3.þ Écrireþ uneþ fonctionþ optþ ayantþ unþ tableauþ desþ probabilitésþ d’apparitionsþ enþ entréeþ etþ renvoyantþ leþ coûtþ deþ l’ABRþ
optimalþ correspondant.þ Onþ pourraþ utiliserþ Array.make_matrixþ nþ pþ 0.þ pourþ créerþ uneþ matriceþ n× p nulle.þ
I Onþ remplitþ progressivementþ desþ matricesþ wþ etþ cþ (pourþ queþ w.(i).(l)þ contienneþ wi,l etþ queþ c.(i).(l)þ
contienneþ ci,l).þ Onþ renvoieþ c0,n.þ

4.þ Quelleþ estþ laþ complexitéþ deþ opt ?þ
I Array.make_matrixþ nþ (n+1)þ 0.þ demandeþ Θ(þn2).þ Chaqueþ forþ s’exécuteþ auþ plusþ n fois,þ doncþ lesþ 3þ forþ
imbriquésþ ontþ uneþ complexitéþ totaleþ O(þn3),þ ceþ quiþ estþ aussiþ laþ complexitéþ deþ optþ (O(þn2)þ +þ O(þn3)þ =þ O(þn3)).þ

5.þ Modifierþ optþ deþ façonþ àþ renvoyerþ aussiþ l’ABRþ optimal.þ
I Onþ peutþ stockerþ dansþ uneþ matriceþ aþ lesþ ABRþ optimauxþ a.(i).(l)þ etþ lesþ remplirþ enþ mêmeþ tempsþ queþ
c.(i).(l).þ

IVþ Conversionþ d’arbreþ binaireþ deþ rechercheþ enþ tasþ
Onþ définitþ unþ arbreþ binaireþ par :þ typeþ ’aþ arbþ =þ Vþ |þ Nþ ofþ ’aþ *þ ’aþ arbþ *þ ’aþ arb;;þ
Onþ représenteþ unþ tasþ parþ unþ tableauþ commeþ dansþ leþ cours.þ

1.þ Écrireþ uneþ fonctionþ infixeþ :þ ’aþ arbþ -þ>þ ’aþ list,þ siþ possibleþ enþ complexitéþ linéaire,þ renvoyantþ laþ listeþ desþ
sommetsþ d’unþ arbreþ parcourusþ dansþ l’ordreþ infixe.þ
I Onþ peutþ utiliserþ unþ accumulateurþ pourþ éviterþ @,þ commeþ dansþ leþ TDþ 1.þ Onþ effectueþ unþ consþ parþ élémentþ deþ
l’arbre,þ d’oùþ uneþ complexitéþ linéaire.þ

2.þ Écrireþ uneþ fonctionþ tas_of_abrþ :þ ’aþ arbþ -þ>þ ’aþ arrayþ telleþ que,þ siþ aþ estþ unþ arbreþ binaireþ deþ rechercheþ àþ n
éléments,þ tas_of_abrþ aþ renvoie,þ enþ O(þn),þ unþ tableauþ représentantþ unþ tasþ minþ avecþ lesþ mêmesþ élémentsþ queþ a.þ
Onþ pourraþ utiliserþ Array.of_listþ quiþ convertitþ uneþ listþ enþ array.þ
I Leþ tableauþ duþ parcoursþ infixeþ d’unþ ABRþ estþ croissant,þ doncþ représenteþ unþ tasþ minþ (onþ aþ bienþ t.(i)þ <þ t.(2*i+1)þ
etþ t.(i)þ <þ t.(2*i+2)).þ
letþ tas_of_abrþ aþ =þ Array.of_listþ (infixeþ a);;þ



3.þ Écrireþ uneþ fonctionþ abr_of_tasþ :þ ’aþ arrayþ -þ>þ ’aþ arbþ enþ O(þn log(n))þ telleþ que,þ siþ tþ représenteþ unþ tasþ minþ
àþ n élémentsþ (etþ n =þ Array.lengthþ t),þ abr_of_tasþ tþ renvoieþ unþ arbreþ binaireþ deþ rechercheþ presqueþ completþ
etþ avecþ lesþ mêmesþ élémentsþ queþ t.þ Onþ pourraþ utiliserþ directementþ uneþ fonctionþ take:þ ’aþ arrayþ -þ>þ ’aþ pourþ
renvoyerþ etþ supprimerþ laþ racineþ d’unþ tas,þ commeþ dansþ leþ cours.þ
I onþ peutþ trierþ tþ (enþ n takeþ soitþ O(þn log(n)),þ puisþ construireþ l’ABRþ enþ O(þn)þ parþ dichotomieþ (laþ racineþ estþ leþ
milieuþ duþ tableau,þ leþ sous-arbreþ gaucheþ laþ partieþ gaucheþ duþ tableauþ etþ leþ sous-arbreþ droitþ laþ partieþ droiteþ duþ
tableau)þ pourþ obtenirþ unþ arbreþ presqueþ completþ (cfþ exerciceþ deþ TD),þ doncþ deþ hauteurþ O(þlog(n)) :þ
letþ abr_of_tasþ tþ =þ

letþ nþ =þ Array.lengthþ tþ inþ
letþ tabþ =þ Array.makeþ nþ t.(0)þ inþ (*þ tabþ vaþ êtreþ unþ triþ deþ tþ *)þ
forþ iþ =þ 0þ toþ nþ -þ 1þ doþ tab.(i)þ <þ-þ takeþ tþ done;þ
letþ recþ auxþ iþ jþ =þ (*þ convertitþ tab.(i)þ,þ ...þ,þ tab.(jþ-1)þ enþ ABRþ *)þ

ifþ iþ >=þ jþ thenþ Vþ
elseþ letþ mþ =þ (iþ +þ j)þ /þ 2þ inþ

N(tab.(m)þ,þ auxþ iþ mþ,þ auxþ (m+1)þ j)þ
inþ auxþ 0þ n;;þ

Pourþ vérifierþ qu’onþ obtientþ bienþ unþ arbreþ binaireþ presqueþ completþ (i.e.þ queþ tousþ lesþ niveauxþ sontþ completsþ saufþ
éventuellementþ leþ dernier),þ onþ peutþ montrerþ parþ inductionþ structurelleþ que,þ siþ a estþ unþ arbreþ binaireþ dontþ tousþ lesþ
noeudsþ N(þr, g, d)þ vérifientþ |n(g)− n(d)| ≤ 1 (oùþ n(g) estþ leþ nombreþ deþ noeudsþ deþ g)þ alorsþ a estþ presqueþ complet.þ

4.þ Peut-onþ faireþ mieuxþ queþ O(þn log(n))þ pourþ laþ questionþ précédente ?þ
I Siþ c’étaitþ leþ cas,þ onþ pourraitþ trierþ unþ tableauþ tþ deþ tailleþ n enþ o(þn log(n))þ (ceþ quiþ estþ impossible) :þ

i)þ transformerþ tþ enþ tasþ min,þ avecþ l’algorithmeþ linéaireþ duþ cours,þ enþ O(þn)þ
ii)þ convertirþ ceþ tasþ enþ ABR,þ enþ o(þn log(n))þ
iii)þ renvoyerþ leþ parcoursþ infixeþ deþ cetþ ABR,þ enþ O(þn)þ
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